Tentamen
Elektriciteit en Magnetisme 1
Donderdag 20 juni 2013
18:30-21:30

L_eg je studentenkaart aan de
rechterkant van de tafel.

Schrijf op elk vel uw naam en
studentnummer.
Schrijf leesbaar.

Maak elke opgave op een apart vel.
Dit tentamen bestaat uit 4 vragen.

Alle vier vragen hebben een gelijk
gewicht.



OPGAVE 1
Punten: a+b+c+d+e+f+g =1+3+2+3+3+2+4=18

Gegeven een geleidende holle bolschil met het centrum in de oorsprong en met
binnenstraal » = a en buitenstraal r = b (zie figuur links). Op de bolschil wordt een
lading +Q aangebracht.

a) Geef in een schets aan hoe deze lading over de holle bolschil is verdeeld. Leg uit hoe
je aan je antwoord komt.

b) Bereken het elektrische veld E (grootte en richting) voor 0 < r < oo.

We plaatsen nu een massieve geleidende bol met straal R, < a in het centrum van de
holle bolschil (zie figuur midden). Op de massieve bol wordt een lading - Q aangebracht.

c) Geef in een schets aan hoe nu de negatieve en positieve lading over respectievelijk de
massieve bol en de holle bolschil zijn verdeeld. Leg je antwoord uit.

d) Bereken in deze situatie het elektrische veld E (grootte en richting) voor 0 < r < o.

e) Toon aan dat het potentiaalverschil AV =V, —V_ tussen de holle bolschil en de
massieve bol gegeven wordt door:

Ay =2 (i_l)

:47'[80 Ry a

f) Bereken de capaciteit C, van dit systeem van twee geleiders.

In de ruimte (R, < r < a) tussen de massieve bol en de holle bolschil wordt een lineair
diélektrisch materiaal geplaatst waarvoor geldt: e(r) = eoﬁ , Waarbij r de afstand tot
oorsprong is (zie figuur rechts).

g) Bereken de verhouding C/C, waarbij C de capaciteit van het systeem van de twee
geleiders met diélektrisch materiaal is.

+Q +Q



OPGAVE 2
Punten: a+b+c+d+e=4+3+4+4+3=18

Gegeven is de hiernaast getekende schakeling.

a) Geef 7 onafhankelijke vergelijkingen
voor I, ...I;. De vergelijkingen hoeven
niet te worden opgelost.

Een gelijkspanningsbron is aangesloten op drie
weerstanden en een spoel (zie de hiernaast
getekende schakeling).

Aanvankelijk is de schakelaar S geopend. Op
t = 0 wordt de schakelaar gesloten.

b) Geef de begin- (t =0) en eindwaarde
(t = ) van de stroom I. Geef een uitleg
van je antwoord.

c) Bereken I voor t > 0. Druk je antwoord uit
inR, LenV,.

Gegeven is de hieronder getekende schakeling voor een stationaire wisselspanningsbron
die in de reéle schrijfwijze beschreven wordt door V = V,cos (wt).

d) Geef de stroom | in de complexe schrijfwijze.
e) Geef de stroom I in de reéle schrijfwijze.

R

%,

V =V, cos wt

3R




OPGAVE 3
Punten: a+b+c+d+e =2+4+4+4+4=18

a) Geef de wet van Ampere voor het magnetische veld in integrale vorm.
b) Leid hieruit de wet van Ampere in differentiéle vorm af.

Over een lange holle cilinder met straal a loopt een oppervlaktestroom K; = K, & (zie
figuur links). De symmetrieas van de cilinder ligt langs de z-as. In deze opgave mag je
randeffecten verwaarlozen.

c) Laat zien dat in deze situatie er geen magnetische veld B buiten de cilinder is. Bepaal
tevens de grootte en richting van het magnetische veld B binnen de cilinder.

Er wordt een tweede holle cilinder (met straal b > a) om de eerste holle cilinder
geplaatst. De symmetrieassen van beide cilinders vallen samen. Over de tweede holle

cilinder loopt een oppervlaktestroom K, = —K,@ (zie figuur rechts).

d) Bepaal in deze situatie de grootte en richting van het magnetische veld B binnen de
binnenste cilinder, tussen beide cilinders en buiten de buitenste cilinder.

De ruimte tussen beide cilinders wordt nu geheel gevuld met een lineair diamagnetisch
medium met magnetische susceptibiliteit y,,,.

e) Bereken de grootte en richting van het (hulp)veld H en het magnetische veld B tussen
de beide cilinders. Neemt de grootte van het magnetische veld tussen de cilinders toe
of af tengevolge van de aanwezigheid van het diamagnetische materiaal?
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OPGAVE 4
Punten: a+b+c+d =4+5+5+4=18

De scalaire potentiaal V (#) van een zekere ladingsverdeling (een elektrische monopool Q
en dipool p = p,Z, zie figuur) in de oorsprong kan worden beschreven door:

Z
1 27 r
V@) =g [Q+p°2] Ie i
TEY LT T y

p:poz

a) Bewijs dat het elektrische veld E(F) tengevolge van deze ladingsverdeling in het punt
gegeven 7 wordt door:

- 1 1 2cos@#+sinf o
E®) = 4_<Q_2+ Po( _ ))
TEY \ T r

b) De kracht tengevolge van deze ladingsverdeling op een lading q die zich in het punt
(0, a, @) bevindt en zich met snelheid v, in de richting ¥ = X + ¥ + Z beweegt wordt

beschreven door F = E.X + F,y + F,Z. Bereken F, E, en F,. Veronderstel hierbij dat
Do = Qaa.

Stel nu dat er behalve de ladingsverdeling er zich ook een stroomverdeling (een
magnetische dipool m = myZ ) in de oorsprong bevindt die de volgende vectorpotentiaal

A(#) veroorzaakt:

c) Bewijs dat het magnetische veld §(f’) tengevolge van deze stroomverdeling in het
punt 7 gegeven wordt door:

- my(2cosO+ +sinb 0
B = Mo (Mol )
41 r3

d) De kracht tengevolge van de combinatie van de ladingsverdeling en de
stroomverdeling op een lading g die zich in het punt (0,a, a) bevindt en zich met
snelheid ¥ = vy¥ in de richting ¥ = X + y + 2 beweegt wordt weer beschreven door

F = E,% + E,§ + F,2. Bereken nu E,, F, en F,. Veronderstel hierbij dat m, = Quya

en gebruik uy =

goc?’



Uitwerkingen
Opgave 1

Onderdeel a)

Positieve lading is homogeen verdeeld over het buitenoppervlak (r = b) van de holle
bolschil. Uit de wet van Gauss volgt dat de flux door een bolschil met straal (a < r < b)
gelijk aan nul moet zijn (veld in een geleider is nul). Dus er is geen omsloten lading, dus
alle lading zit op het buitenoppervlak.

Onderdeel b)

Er is bolsymmetrie en de velden zijn in de #-richting dus gebruiken we de wet van Gauss
met een bolvormig Gauss oppervlak met straal .

fﬁﬁ - dd = 4mr?E = Qene
&o

Voorr < b geldt Qe =0endusE =0

Voor r > b geldt Qppe = +Q endus E = —2—7

4TEGT2

Onderdeel c)

Negatieve lading is homogeen verdeeld over het buitenopperviak (r = R,) van de
massieve geleider. Positieve lading is homogeen verdeeld over binnenoppervlak (r = a)
van de holle bolschil.

Onderdeel d)

Velden vinden we weer met de wet van Gauss.
r < Ry: E = 0 (veld in geleider is 0)

—Q
r

4mreyT?

R0<r<a:E=

r>akE=0 (geen omsloten lading)

Onderdeel e)
Merk op dat omdat het geleiders zijn de potentiaal overal in de geleiders gelijk is en je
dus inderdaad kunt spreken van een uniek potentiaalverschil.

+
= — 1 1
AV=V+—V_=—JE-dF:—J Q 4-Y (___)
Ameyr? 4meg \Ry a



Onderdeel f)

Q  4megRoa

Co = —— =
0 AV a_RO

Onderdeel g)

Omdat we een lineair diélektricum hebben bepalen we eerst het D-veld via de wet van
Gauss.

jgﬁ -dd = 4mr?D = QL7°°

free

In het gebied Ry < r < a geldt dat Q,,. = —Q endus:
-_ —Q

Ry<r<a:D = r

0 r a py— r

= D .
Enmet E = - vinden we

—Qa

Ry<r<a:F=-——
0 Amreyr3

Het potentiaal verschil tussen de geleiders wordt:

a

AV=V+—V_=—f§-dF=—f —Qa_ .. ﬂ(l_i>

Ame,r3 8mey \R3  a?
Ro

En

Q _8meaRy  AmegRoa 2Ry 2

=N_a2_Rg_ a_RO a+R0_ 01+Ri
0

C




Opgave 2:

Onderdeel a)
Er zijn 5 knooppunten.
Vergelijkingen van de knooppunten.

KL, —I,—2=0

K2 —L+1+1,=0
K3 -, +2—1,—1:=0
K&: I, +1,—I, =0

K5: 1y +1Is— 1, =0

K5=-(K1+K2+K3+K4)
We kunnen de laatste vergelijking dus weglaten.

De maasvergelijkingen.
Belangrijk hier is dat de stroombron weggelaten kan worden voor het opstellen van de
maasvergelijkingen. Er blijven dan drie mazen over en die geven (met de klok mee):

M2: 6 + I5 — 315 — 31, = 0

De zeven onafhankelijke vergelijkingen zijn: K1, K2, K3, K4, M1, M2, M3.
Onderdeel b)

In het begin gaat er geen stroom door de spoel vanwege de grote tegenspanning die de
spoel opwekt na het inschakelen, dus I(0) = 0; na oneindig lange tijd is de stroom

v .-
constant en vormt de spoel geen weerstand meer, (o) == waarbij R, =R de
v
vervangingsweerstand is van de parallelle weerstanden, immers.

1 1

1 1

= + = —
R, 2R 2R R

Onderdeel c)

We gebruiken meteen de vervangingsweerstand. Dan is er alleen 1 maasvergelijking:

Vo —R,I LdI—V RI Ldl—o
o v dt~ ° dt —

R
Dus[(t) = A+ Bet*



Uit 1(0) = 0 volgt A = —B
Uit I(o0) = %volgtA = %

En dus

I(t) = %(1 — e‘%)

Onderdeel d)
Definieer stromen | (door de spanningsbron naar boven), |, (door de weerstand 3R naar

beneden) en I, (door de spoel naar beneden).

Kirchhoff 1 (er is 1 onafhankelijke knoop-vergelijking),
I=L+1

Kirchhoff 2 (er zijn 2 mazen, met de klok mee),
Vo—RI —3RI; =0

3Rl — Z,1, =0

Uit de tweede maasvergelijking volgt:

3RI,
12 =
Zy,

En dit invullen samen met de knoopvergelijking in de eerste maasvergelijking geeft,

Rll) 3R, = 0=V, — 4RI 3R° L=0=1 %

—3RL=0=2V,—4R,——1, =02 = —————

Z, Z, w(1+25)
17,

3
VO_R<11+

en dus

I (1 + 3R) I (1 + 3R) Yo
= _— 1 = _
2L “7 4R (14 3—R)

17,

en met Z; = iwL wordt dit in de complexe schrijfwijze,



. 3R

:(1+,3R) Yo =V, "
“OUar(1+g0r)  4R(1- i)

Kan ook geschreven worden als:

_ Vo 3R +iwl
" R 3R + 4iwl

Onderdeel e)

Voor de reéle schrijfwijze vinden we,

.3R
|1| v 1—lm H 0 9R2+0)2L2
0
" RVORZ + 160212
4R (1 4wL / 3R
en
3R

arg(l) = arg(V,) + arg (1 — l—) —arg(4R) — arg (1 — Lm) =

arg(l) = tan™! (— ﬁ) —tan~?! (— ﬂ) =tan~! (ﬁ) —tan~?! (ﬂ)
wL 4wl 4wl wL

En dus de reéle schrijfwijze wordt
3R\?
O )

" 4R
1+ (zor)

cos (wt + @)

Met

4 _1<3R> ) _1<3R)
¢ =tan 4wl an wlL

Of omdat tan™(x) = g — tan‘l(i) ook

_ 1 a)_L)_ _1(4wL)
@ = tan (3R tan 3R



Opgave 3
Onderdeel a)

Wet van Ampere in integrale vorm

fﬁ ) dz) = Uolenc

Onderdeel b)

Onderdeel c)

In deze geometrie zijn er vanwege symmetrie er alleen velden in de z-richting. En met de
rechterhandregel volgt dat binnen de cilinder het veld in de positieve z-richting wijst en
buiten de cilinder in de negatieve z-richting. Beschouw een Ampérelus buiten de holle
cilinder waarvan de zijden die in de z-richting wijzen en dus parallel met het magnetische

veld zijn op afstand s; en s, van de z-as liggen. Deze lus omvat geen stroom, dus volgens
de wet van Ampére geldt dan:

fﬁ +dl = B(s;)L — B(s;)L = polene = 0 = B(s;) = B(s3)

Stel dat we s, = o kiezen dan geldt B(s,) = 0; maar dan ook B(s;) = 0 en s; is een
willekeurig punt buiten de cilinder dus:

B(s) =0voors >a

Het veld binnen de cilinder bepalen we met een Ampére lus die half binnen en half buiten
de cilinder ligt, dan geldt,

%E) -dl = —B(s1)L — B(sz)L = —=B(s1)L = polenc = =KL = B(s1) = poK;

Dus

B(s) = uoK,2 voor s < a



Merk op dat het minteken in het rechterdeel van de wet van Ampere komt omdat de
richting van de stroom en de richting van de Amperelus tegengesteld zijn.

Onderdeel d)
Met superpositie:

B(s) = —ugK,Zvoora <s <b
B(s) =0voors > b

Onderdeel e)
jgﬁ-dszLszLszKz

Dus H = —K,2
EnB = po(1 + Xm)ﬁ = —uo(1 + xm)K;2

Voor een diamagnetisch materiaal geldt y,, < 0 en daarom niet de grootte van het
magnetische veld af.



Opgave 4
Onderdeel a)

Schrijf eerst

1 cos 6
V) = [+ P
4mtey Lr T

En gebruik dan E = —VV in bolcoérdinaten

r

av 1 10 chose]A
or  Ame, L2 r3 r
1ov 1 psina]g

97 100 4me,|l 13
I -
¢ rsindodep

Daaruit volgt:

QF N po(2cos 87 + sin09)>

r2 r3

N . 1
E(F) = Erf'+E99 +E(p(ﬁ :E<
0

Onderdeel b)
Er geldt F = gE

In het punt (0, a, a) geldt 8 = %en @ = g Dat betekent dat cos 6 = sin 6 = %\/f

cosp =0,sinp = 1en,

1 1
f*=sin@cosgoa?+sinesin<p37+cosez“=§\/§§1+§\/§z“
1

A 1
0 =cochosgoa?+cos€sing037—sin92“=E\/§37—§\/§z“

r =+/2a?

Dit allemaal invullen levert

F==— +
2

4meo | (v2a?)’ (V2a?)’



En met p = Qaa wordt dit:

ﬁ—ﬁ 99 (1+3 )A+(1+1 )
~ 4a? 4me, 2%)Y 2%)?

Onderdeel c)

Schrijf eerst

AP =

moz X r] [mo sin @ (p]

En dan (met de uitdrukking voor de rotatie in bolcodrdinaten en het feit dat A, en Ag nul
zijn)

S o o 1 0 [y |mysin?0 10 [ug [mgsinB1\ ~
B = A= ] F————
VX rsin 8 08 <4n[ 2 r ror <4n T ])9 =

—

B =

Ho mO(Z cos @7+ sin @ @)
A1 r3

Onderdeel d)
Totale kracht is
F=qE+qbxB

Het eerste gedeelte hebben we onder onderdeel b uitgerekend. Voor het tweede gedeelte
gebruiken we weer alle eigenschappen die in het punt (0, a, a) gelden

Dan vinden we

1 1 1 1
ﬁxf=<f+y+z>x(§ﬁy+§m):—Eﬁmzm

1. 1, L 1. 1,
qVoHoMg (—7y+72—x+7y+iz) :qvoﬂomo<(2—f)>
n (V2@) w \(Vaw)



1

goc?

Enmet my, = Qugya en uy = wordt dit

q¥ x B =

quoQuoa [ (Z — %) V2 qQ v\ ., .
SN S
Ameyc? (W)B c

4a? 4me,

Zodat tenslotte (met gebruik van b)

P V2 qQ
" 4a2 4me,

(—ﬁ2>?+ (1 +;a)37+ (1 +%a+ﬁ2>2>

Waarbij g = 2

0
c’



